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欧氏空间的定义

定义 (内积,欧氏空间)
设 V为有限维 R-线性空间. 若存在一个映射 (−,−) : V× V→ R满足:

1 对称性: (a, b) = (b, a);
2 双线性: (λa, b) = λ(b, a), (a + b, c)(a, c) + (b, c);
3 正定性: (a, a) ≥ 0,且等号成立当且仅当 a = 0,

则称 (a, b)为 a和 b的内积. 带内积的 R-线性空间称为欧氏空间(或,欧
几里得空间).
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长度与夹角

定义 (长度,夹角)
设 V为欧氏空间. 对于任意向量 a, b ∈ V,

1 称 |a| :=
√

(a, a)为 a的长度(或,模长);
2 称 |a− b|为 a和 b之间的距离.记为d(a, b).
3 若 a, b不为零,定义 a和 b之间的夹角为 θ = arccos (a,b)

|a|·|b|
a. 特别

地,当 (a, b) = 0时,称 a与 b正交或垂直,记为 a ⊥ b.
4 称 a为单位向量,若 |a| = 1. 若 b ̸= 0,称 1

|b|b为 b的单位化.

aCauchy-Schwarz不等式

|(a, b)| ≤
√

(a, a) · (b, b).
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内积的矩阵表示

设 α1, · · · , αn 为欧氏空间 V的一组基. 令 gij := (αi, αj)(1 ≤ ij ≤ n). 记
G := (gij)n×n.

则
(α, β) = xTGy. (1)

其中 x, y分别为 α和 β 在基 α1, · · · , αn 下的坐标. 称 G为内积 (−,−)
在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵.

通过度量矩阵我们有如下映射

V上的内积
基α1,··· ,αn // R上的 n阶矩阵

(−,−) � // G =
(
(αi, αj)

)
n×n
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度量矩阵的正定性

问题: 哪些矩阵落在这个映射的像集里面?即,哪些矩阵能够成为某个
内积的度量矩阵?

性质 (度量矩阵的基本性质)
1 设 G为 V上某内积 (−,−)在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵. 则

G为实对称矩阵;
对任意 x ∈ Rn,都有 xTGx ≥ 0,且等号成立当且仅当 x = 0.

称满足如上性质的矩阵为正定矩阵. 因此内积的度量矩阵为正定
矩阵.

2 反之,对于任意给定的正定矩阵 G,通过
(α, β) := xTGy

可以构造出 V上的一个内积,其中 x, y为 α和 β 的坐标.
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相合关系

性质

设 P为欧氏空间的两组基 α1, · · · , αn 和 η1, · · · , ηn 为之间的过渡矩阵

(η1, · · · , ηn) = (α1, · · · , αn)P.
设内积在 α1, · · · , αn 和 η1, · · · , ηn 下的度量矩阵为 G和 G. 即,

G =
(
(αi, αj)

)
n×n

, G =
(
(ηi, ηj)

)
n×n

.

则
G = PTGT.

定义 (相合)

称两个矩阵 G和 G相合,若存在可逆阵 P使得
G = PTGP.
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标准正交基

度量矩阵的最简形式?为了回答这一问题,我们需要引入标准正交基.

定义 (标准正交基)
设 V为 n维欧氏空间.

1 称由一组两两正交的非零向量为正交向量组;
2 称由正交向量组构成的基为正交基;
3 称由单位向量组成的正交基为标准正交基.

性质

正交向量组线性无关.

定理 (标准正交基使度量矩阵最简)
设 V为 n维欧氏空间. 设 G为内积在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵. 则

α1, · · · , αn 为标准正交基 ⇔ G = In.

下面将讨论标准正交基的存在性.
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Schmidt正交化

定理 (Schmidt正交化)
给定欧氏空间的任意一组基 α1, · · · , αn,则存在一组标准正交基
e1, · · · , en 使得 (对所有的 i = 1, 2, · · · , n)

⟨α1, · · · , αi⟩ = ⟨e1, · · · , ei⟩.

几何解释? 证明思路: 递归地定义 βk = αk −
∑k−1

i=1 (αk, ei)ei ̸= 0以及

ek =
βk
|βk| .

例

将 α1 =


1
1
0
0

, α2 =


1
0
1
0

, α3 =


−1
0
0
1

, α4 =


1
−1
−1
0

标准正交化.

推论

对任意正定矩阵 A,存在可逆实矩阵 P使得 A = PTP.
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正交变换

n维欧氏空间 标准正交基基α1,··· ,αn←−−−−−−−−−−−−→
1:1

Rn(带标准内积)

线性变换 A
A (α1,··· ,αn)=(α1,··· ,αn)A←−−−−−−−−−−−−−−−→

1:1
矩阵 A

A (保持内积) ←→ ??

例

空间 (平面)的旋转和镜面反射等.

定义 (正交变换)
设 A 为欧氏空间 V上的线性变换.若 A

·
保
·
持
·
内
·
积,即 (对任意 a, b ∈ V,

(A a,A b) = (a, b),
则称 A 为正交变换.
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正交变换的等价刻画

定理

设 A 为欧氏空间 V上的线性变换.则以下几条等价
1 A 正交;
2 A 保持向量长度;
3 A 将标准正交基变为标准正交基.

证明思路:(1)⇔(2) & (1)⇔(3)
(1)⇒(2): |A (α)| =

√
(A (α), A (α)) =

√
(α, α) = |α|;

(2)⇒(1): (A (α), A (β)) =
|A (α+β)|2−|A (α)|2−|A (β)|2

2

=
|α + β|2 − |α|2 − |β|2

2
= (α, β)

(1)⇒(3): e1, · · · , en =标准正交基⇒ (A (ei), sA(ej)) = (ei, ej) = δij

⇒ A (e1), · · · , A (en) =标准正交基.

(3)⇒(1):设A 将标准正交基 e1, · · · , en 映为另一组标准正交基A (e1), · · · , A (en). 任取

α =
n∑

i=1

aiei 和 β =
n∑

i=1

biei.

则

(A (α), A (β)) =

( n∑
i=1

aiA (ei),
n∑

i=1

bjA (ej)

)
=

n∑
i=1

n∑
i=1

aibj
(
A (ei), A (ej)

)
=

n∑
i=1

n∑
i=1

aibjδij =
n∑

i=1

n∑
i=1

aibj(ei, ej) = (α, β)
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正交变换基本性质

定理 (全体正交变换在复合运算下构成群)
设 V为欧氏空间. 则

1 单位变换为正交变换;
2 正交变换的复合仍然为正交变换;
3 正交变换可逆且其逆也为正交变换.

证明思路: 保持长度.
注: 正交变换群描述了欧氏空间的对称性.
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正交变换在标准正交基下的矩阵

设正交变换 A 在标准正交基 e1, · · · , en 下的矩阵为 A.
这个矩阵 A满足什么特别的性质?

A正交⇔ A e1, · · · ,A en为标准正交基

⇔ (A ei,A ej) = δij(对任意的1 ≤ i, j ≤ n)

⇔

( n∑
ℓ=1

aℓieℓ,
n∑

k=1

akjek

)
= δij(对任意的1 ≤ i, j ≤ n)

⇔
n∑

k=1

akiakj = δij(对任意的1 ≤ i, j ≤ n)

⇔ ATA = In

定义 (正交矩阵)
若 n阶实方阵 A满足 ATA = In(或 A−1 = AT),则称 A为正交矩阵.

注:正交矩阵的行向量 (或列向量)构成 Rn 的标准正交基 (在标准内积
下).
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